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摘 要： 在粒子群优化问题空间是一维有界的前提下，本文结合 ＴＳ模糊框架提出了一种模糊粒子群优化模
型，即粒子群优化中的速度和位置迭代公式变换为一个带时变非线性反馈的线性时不变系统，将其嵌入到 ＴＳ模糊状
态模型，同时将粒子的认知部分和社会部分随机加权和的反向运动作为 ＴＳ模糊状态反馈控制．针对该模型，本文根
据ＴＳ稳定性理论和非线性随机系统Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论分情况探讨了其稳定性．
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１ 引言

粒子群优化（ＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）是由美
国社会心理学家 Ｋｅｎｎｄｙ和电气工程师 Ｅｂｅｒｈａｒ于 １９９５
年抽象鸟群觅食等生物现象而建立的一种基于种群的

仿生随机优化方法，是一种典型群智算法．通过一个模
糊系统自适应调整粒子群优化参数（比如惯性权重）的

思想可追朔到 １９９９年，ＹｕｈｕｉＳｈｉ［１］在２００１年提出了一
种模糊自适应粒子群优化算法．ＨｏｎｇｂｏＬｉｕ［２］采用最小
速度来避免 ＰＳＯ过程早熟，利用模糊控制器来调整最
小速度的阈值．ＷｅｎｐｉｎｇＣｈａｎｇ［３］利用适应度函数的均方
偏差和进化速度模糊控制粒子群优化过程的惯性权重

因子．ＸｕｅｌｅｉＭｅｎｇ［４］在 ＰＳＯ速度更新方程中引入隶属度
函数，通过概念隶属度函数的类型达到效率和速度的均

衡．另外，在ＰＳＯ运行过程中吕振肃等［５］通过粒子群的
适应度方差和当前最优粒子确定当前最佳粒子的变异

概率，以增强全局收搜索能力；张长胜等［６］通过吸引和

排斥过程的动态切换，以自适应调整惯性权重．
随着 ＰＳＯ工程应用的不断拓展［７，８］，ＰＳＯ的参数和

变量越来越复杂，人为主观因素不断增多，再加之仿生

算法本身的不确定性，粒子群体行为中的模糊特征越来

越明显，单一的不确定性（随机性）难以描述和揭示生物

群体原本的智能性．
由于 ＴＳ模糊具有比较丰富的局部结构，便于用

Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数分析全局稳定性和设计多变量系统控制
器，本文基于前人工作［９，１０］，将粒子群优化嵌入 ＴＳ模
糊框架，根据 ＴＳ稳定性理论和非线性随机系统的 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ稳定性理论探讨了基于 ＴＳ模糊粒子群优化的稳
定条件．

２ 预备知识

２．１ ＴＳ模型
模糊系统作为一类面向控制的非线性建模方法，模

糊模型提供了一种处理非线性问题的方法，ＴＳ模糊框
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架就是其中一种，它是通过不同线性系统的加权求和

得到问题的非线性表述，有利于非线性系统的稳定性

分析．ＴＳ模糊状态模型第 ｉ条模糊规则是
Ｉｆｆ１（ｘ（ｔ））ｉｓＭｉ１ａｎｄ…ａｎｄｆΨ（ｘ（ｔ））ｉｓＭｉΨ

Ｔｈｅｎ
ｘ（ｔ＋１）＝Ａｉｘ（ｔ）＋Ｂｉｕ（ｔ）
ｙ（ｔ）＝Ｃｉｘ（ｔ{ ）

（１）

其中 ｕ（ｔ）＝［ｕ１（ｔ），…，ｕｍ（ｔ）］Ｔ，ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），…，ｘｎ
（ｔ）］Ｔ和 ｚ（ｔ）＝［ｆ１（ｘ（ｔ）），…，ｆΨ（ｘ（ｔ））］分别是输入
控制向量、状态向量和前提向量，Ａｉ∈Ｒｎ×ｎ，Ｂｉ∈Ｒｎ×ｍ．
Ｍｉｊ（ｚｊ（ｔ））是模糊规则 ｉ中分量ｆｊ（ｘ（ｔ））的模糊数，ｒ、ｎ
和Ψ 分别是模糊规则数、状态变量数和一正整数，ｉ＝
１，…，ｒ，ｊ＝１，…，Ψ．通过单点模糊化、乘积推理和中心
平均去模糊，得到模糊系统的整个状态方程是

ｘ（ｔ＋１）＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｗｉ（ｘ（ｔ））［Ａｉｘ（ｔ）＋Ｂｉμ（ｔ）］ （２）

其中

ｗｉ（ｘ（ｔ））＝
μＭｉ１（ｆ１（ｘ（ｔ）））…μＭｉΨ（ｆΨ（ｘ（ｔ）））

∑
ｒ

ｋ＝１
μＭｋ１（ｆ１（ｘ（ｔ）））…μＭｋΨ（ｆΨ（ｘ（ｔ）））

（３）

ｗｉ（ｘ（ｔ））∈［０，１］且∑
ｒ

ｉ＝１
ｗｉ（ｘ（ｔ））＝１，μＭｉｊ（ｆｊ（ｘ（ｔ）））

反映状态变量在模糊规则 ｉ下与第ｊ个模糊变量的匹
配程度．
２．２ 粒子群优化模型

粒子群优化中的粒子是对生物群体中个体的抽

象，根据每个粒子自身历史最优信息和种群最优粒子

的信息，每个粒子的位置和速度得到了不断更新，从而

产生新的粒子群，实现了协同合作与信息共享．在一维
问题空间中，速度和位置更新方程为

ｖ（ｔ＋１）＝ｗｖ（ｔ）＋φｌ（ｔ）（ｐｌ－ｘ（ｔ））＋φｇ（ｔ）（ｐｇ－ｘ（ｔ））
ｘ（ｔ＋１）＝ｘ（ｔ）＋ｖ（ｔ＋１{

）

（４）
其中 ｘ（ｔ）和 ｖ（ｔ）分别是 ｔ时刻粒子的位置分量和速度
分量，ｐｇ和ｐｌ分别表示种群最优个体和粒子历史最优
个体，ｒｉｌ∈Ｕ［０，１］，ｒｉｇ∈Ｕ［０，１］，φｌ＝ｃｉｌｒｉｌ，φｇ＝ｃｉｇｒｉｇ，ｃｉｌ
和ｃｉｇ分别是认知成分与社会成分的加速度系数．

受文献［９］中ＰＳＯ的速度和位置迭代形式的启发，
本文将 ＰＳＯ的速度和位置迭代公式变换为一个带非线
性反馈的线性时不变系统，如式（５）．

ξ（ｔ＋１）＝Ａξ（ｔ）＋Ｂｕ（ｔ）
ｙ（ｔ）＝Ｃξ（ｔ）
ｕ（ｔ）＝φ（ｔ）（ｐ－ｙ（ｔ

{
））

（５）

其中ξ（ｔ）＝
ｘ（ｔ）
ｖ（ｔ( )），Ａ＝ １ ｗ

０( )ｗ，Ｃ ( )＝ １ ０，

Ｂ＝( )１１，ｐ＝φｌ（ｔ）ｐｌ＋φｇ（ｔ）ｐｇφ（ｔ）
，φ（ｔ）＝φｌ（ｔ）＋φｇ（ｔ）．

３ 基于ＴＳ模糊粒子群优化模型

本文结合ＰＳＯ的速度和位置的迭代公式（５）及 ＴＳ
模糊状态方程（２）得到 ＴＳ模糊粒子群优化模型，其中
在模糊规则 ｉ下该模型的子系统ｉ为
Ｉｆｆ１（ｘ（ｔ））ｉｓＭｉ１ａｎｄ…ａｎｄｆΨ（ｘ（ｔ））ｉｓＭｉΨ，Ｔｈｅｎ

ξ（ｔ＋１）＝Ａｉξ（ｔ）＋Ｂｉｕ（ｔ）
ｙ（ｔ）＝Ｃｉξ（ｔ

{ ）

（６）

其中，ｉ＝１，…，ｒ，ｙ（ｔ）是一维输出变量，即当前粒子位
置 ｘ（ｔ）．ｚ（ｔ）＝［ｆ１（ｘ（ｔ）），…，ｆΨ（ｘ（ｔ））］为各粒子的
适应度函数组成的向量．Ａｉ、Ｂｉ和Ｃｉ分别是局部线性
模型的状态矩阵、输入矩阵和输出矩阵．Ｍｉｊ（ｚｊ（ｔ））、Ψ
和ｒ与２１中的定义相同，给定（ξ（ｔ），ｕ（ｔ）），由式（６）
可得ξ（ｔ＋１）为

ξ（ｔ＋１）＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｗｉ（ｘ（ｔ））［Ａｉξ（ｔ）＋Ｂｉｕ（ｔ）］ （７）

在粒子群优化过程中，群体最优粒子位置、当前粒

子历史最优位置与当前粒子位置之差分别表示当前粒

子向群体最优粒子位置和当前粒子最优位置运动的增

量，再对该两个增量进行随机化（即各增量分别乘以在

区间［０，１］上服从一定分布的随机数），通过加速度系数
调整其在运动中的权重，最后将此二增量的随机加权

和用于控制当前粒子的速度，从而决定当前粒子在下

一时刻的位置．所以本文将当前粒子位置与二最优位
置的运动增量的随机加权和（即φｌ（ｔ）（ｐｌ－ｘ（ｔ））＋

φｇ（ｔ）（ｐｇ－ｘ（ｔ））＝φ（ｔ）（ｐ－Ｃξ（ｔ）））的反方向运动作
为每一个局部线性子系统的状态反馈控制，即

Ｉｆｆ１（ｘ（ｔ））ｉｓＭｉ１ａｎｄ…ａｎｄｆΨ（ｘ（ｔ））ｉｓＭｉΨ，Ｔｈｅｎ
ｕ（ｔ）＝－φｊ（ｔ）（ｐｊ－Ｃｊξ（ｔ））

（８）
其中φｊ（ｔ）＝φ

ｊ
ｌ（ｔ）＋φ

ｊ
ｇ（ｔ）为控制系数，ｊ＝１，…，ｒ．

由式（５）得 ｙ（ｔ）＝Ｃｊξ（ｔ）并将其代入式（８）得整个
模型的状态反馈控制为

ｕ（ｔ）＝－∑
ｒ

ｊ＝１
ωｊ（ｔ）φｊ（ｐｊ－Ｃｊξ（ｔ）） （９）

将式（９）代入式（７），得基于 ＴＳ模糊粒子群优化模型闭
环系统为

ξ（ｔ＋１）

＝∑
ｒ

ｉ＝１
ωｉ（ｔ）［Ａｉξ（ｔ）＋Ｂｉｕ（ｔ）］

＝∑
ｒ

ｉ＝１
ωｉ（ｔ）［Ａｉξ（ｔ）∑

ｒ

ｊ＝１
ωｊ（ｔ）＋Ｂｉｕ（ｔ）］

＝∑
ｒ

ｉ＝１
ωｉ（ｔ）［Ａｉξ（ｔ）∑

ｒ

ｊ＝１
ωｊ（ｔ）－Ｂｉ∑

ｒ

ｊ＝１
ωｊ（ｔ）φｊ（ｐｊ－Ｃｊξ（ｔ））］
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＝∑
ｒ

ｉ＝１
ωｉ（ｔ）∑

ｒ

ｊ＝１
ωｊ（ｔ）［Ａｉξ（ｔ）－Ｂｉφｊ（ｐｊ－Ｃｊξ（ｔ））］

＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ωｉ（ｔ）ωｊ（ｔ）（Ａｉ＋ＢｉφｊＣｊ）ξ（ｔ）

－∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ωｉ（ｔ）ωｊ（ｔ）ＢｉφｊＰｊ （１０）

其中式（７）、式（９）和式（１０）中ωｉ（ｔ）、ωｊ（ｔ）与式（３）中的
定义相同．

４ ＴＳ模糊粒子群优化模型稳定性

ＴＳ模糊粒子群优化模型将粒子群优化的非线性、
随机性与 ＴＳ框架进行有机的结合．在有关 ＴＳ稳定性
分析和粒子群稳定性研究的基础上，本文将从状态矩

阵、输入矩阵和输出矩阵的特征值关系，探讨本文提出

新模型的渐进稳定性．
４．１ 无驱动ＴＳ模糊粒子群优化模型稳定性

当粒子群优化“停滞”时，即 ｘ（ｔ）＝ｐ或ｖ（ｔ）＝０，
此时 ｕ（ｔ）＝０，则式（１０）变为无驱动的 ＴＳ模糊粒子群
优化模型，或称为线性时不变系统，如式（１１）．

ξ（ｔ＋１）＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｗｉ（ｘ（ｔ））Ａｉξ（ｔ） （１１）

定理１ 对于 ＴＳ模糊粒子群优化模型，当粒子群
优化“停滞”时，如果其每个子系统矩阵的特征值满足

λ（Ａｉ） ＜１，ｉ＝１，…，ｒ
则ＴＳ模糊粒子群优化模型渐进稳定．

证明 由于 Ａｉ可转化为
λｉ１ ０
０ λｉ

( )
２
且 λ（Ａｉ） ＜

１，即存在非奇异矩阵 Ｍｉ和 Ｎｉ，使得 ＭｉＡｉＮｉ＝
λｉ１ ０
０ λｉ

( )
２
，ｉ＝１，…，ｒ，其中 λｉ１ ＜１，λｉ２ ＜１．于是

得到

Ｍｒ…Ｍ２Ｍ１（Ａ１Ａ２…Ａｒ）Ｎ１Ｎ２…Ｎｒ
＝（Ｍ１Ａ１Ｎ１）·（Ｍ２Ａ２Ｎ２）…（ＭｒＡｒＮｒ）

＝
λ１１ ０
０ λ

( )
１２

λ２１ ０
０ λ

( )
２２
…
λｒ１ ０
０ λｒ

( )
２

＝
λ１１λ２１…λｒ１ ０

０ λ１２λ２２…λｒ
( )

２
（１２）

由于 λｉ１ ＜１， λｉ２ ＜１，ｉ＝１，…，ｒ，则

λ１１λ２１…λｒ１ ＜ １， λ１２λ２２…λｒ２ ＜ １，从 而 得 到

λ（Ａ１Ａ２…Ａｒ） ＜１．
通过文献［１０］中的引理１、２，则证明结论．

４．２ 有驱动ＴＳ模糊粒子群优化模型稳定性
当粒子群优化不断改进粒子性能时，即 ｘ（ｔ）≠ｐ

或ｖ（ｔ）≠０，此时 ｕ（ｔ）≠０，则式（１０）变为有驱动 ＴＳ模
糊粒子群优化模型，或称为带非线性反馈的线性时不

变系统．为简化符号，记 Ｇｉｊ＝
Ｈｉｊ＋Ｈｊｉ
２ ，Ｈｉｊ＝Ａｉ＋

ＢｉφｊＣｊ，λｉｊ＝λｍａｘ（Ｇ
Ｔ
ｉｊＰＧｉｊ－Ｐ），ｑ＝ｍａｘ｛ｗｉ（ｔ）：ｗｉ（ｔ）≠０，

ｉ＝１，…，ｒ｝．
定理２ 对于ＴＳ模糊粒子群优化模型，当粒子群

优化不断改进粒子性能时，即 ｕ（ｔ）≠０，如果存在一个
矩阵 Ｐ和φｊ满足

λｉｉ＜０，ｉ＝１，…，ｒ，λｉｊ＜
λｉｉλ槡 ｊｊ
ｑ－１，１≤ｉ＜ｊ≤ｒ，

ωｉ（ｔ）·ωｊ（ｔ）≠０，
则 ＴＳ模糊粒子群优化模型渐进稳定．

证明 记χ＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ωｉ（ｔ）ωｊ（ｔ）ＢｉφｊＰｊ．在 ＴＳ模

糊框架下，其各子系统的权重及控制是确定的，即对于

ωｉ（ｔ），ωｊ（ｔ），ｉ，ｊ＝１，…，ｒ，分别为不同的定值，即

ωｉ（ｔ），ωｊ（ｔ），φｊ＝ｃｏｎｓｔ，ｉ，ｊ＝１，…，ｒ．
针对ＴＳ模糊粒子群优化模型的每个粒子群子系

统，粒子历史最优解 Ｐｌ、群体最优解 Ｐｇ及认知部分和
社会部分的权重φｌ（ｔ）和φｇ（ｔ）都为定值，从而 ｐ＝

φｌ（ｔ）·ｐｌ＋φｇ（ｔ）·ｐｇ
φｌ（ｔ）＋φｇ（ｔ）

也是定值，即

ｐｊ＝ｃｏｎｓｔ，ｊ＝１，…，ｒ．

由于 Ｂｉ＝( )１１且φｊ∈Ｕ［０，ｃ１＋ｃ２］，则
χ＝∑

ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ωｉ（ｔ）ωｊ（ｔ）ＢｉφｊＰｊ∈Ｕ［０，χ ］，

其中 χ ＝ｓｕｐ｛χ｝．
所以 Ｅ［χ］＝１／２χ ，Ｖａｒ［χ］＝０．从而在考察 ＴＳ

模糊粒子群优化模型稳定性时可忽略χ，只需考查

ξ（ｔ＋１）＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ωｉ（ｔ）ωｊ（ｔ）（Ａｉ＋ＢｉφｊＣｊ）ξ（ｔ） （１３）

对式（１３），按通常做法［１０］记 Ｖ（ξ（ｔ））＝ξＴ（ｔ）Ｐξ（ｔ），则
ΔＶ（ξ（ｔ））
＝Ｖ（ξ（ｔ＋１））－Ｖ（ξ（ｔ））

＝∑
ｉ，ｊ，ｓ，ｔ
ｗｉｗｊｗｓｗｔξＴ（ｔ）ＨＴｉｊＰＨｓｔξ（ｔ）－ξＴ（ｔ）Ｐξ（ｔ）

≤∑
ｉ，ｊ
ｗｉｗｊξＴ（ｔ）ＧＴｉｊＰＧｉｊξ（ｔ）－ξＴ（ｔ）Ｐξ（ｔ）

＝∑
ｉ，ｊ
ｗｉｗｊξＴ（ｔ）ＧＴｉｊＰＧｉｊξ（ｔ）－∑

ｉ，ｊ
ｗｉｗｊξＴ（ｔ）Ｐξ（ｔ）

≤∑
ｉ
ｗ２ｉ（ＨＴｉｉＰＨｉｉ－Ｐ）ξ（ｔ）２

＋∑
ｉ＜ｊ
２ｗｉｗｊ（ＧＴｉｊＰＧｉｊ－Ｐ）ξ（ｔ）２

＝ １
ｑ－１∑ｉ（ｑ－１）ｗ

２
ｉλｉｉξ（ｔ）２＋∑

ｉ＜ｊ
２ｗｉｗｊλｉｊξ（ｔ）２

≤∑
ｉ＜ｊ
２ｗｉｗｊ（λｉｊ－

λｉｉλ槡 ｊｊ
ｑ－１）ξ（ｔ）

２

由于粒子群优化的问题空间是有界的，即存在一
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个有界常量 Ｍ满足 ξ（ｔ）２≤Ｍ所以再根据已知条件

λｉｊ＜
λｉｉλ槡 ｊｊ
ｑ－１，对 ξ（ｔ）２≠０，则ΔＶ（ξ（ｔ））＜０成立，从

而ＴＳ模糊粒子群优化模型渐进稳定．

５ 结束语

本文结合ＴＳ模糊系统的稳定性和粒子群优化的
研究成果，首先将速度和位置迭代公式变换为一个带

时变非线性反馈的线性时不变系统，并将粒子认知和

社会部分随机加权和的反向运动嵌入ＴＳ模糊框架，从
而得到了ＴＳ模糊粒子群群优化模型．在粒子群优化问
题空间是一维有界的前提下，从系统矩阵特征值的角

度，根据 ＴＳ稳定性理论和非线性随机系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
稳定性理论，分别对无驱动ＴＳ模糊粒子群模型和有驱
动ＴＳ模糊粒子群模型进行了稳定性分析．
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